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Dispersion of Coupled Waves of Stimulated Raman-Effect with Regard to Dielectric Dispersion

It is shown that the dispersion functions of coupled waves depend very sensitively on the
dielectric dispersion in the visible frequency region. The dispersion functions of all six coupled
waves can be described by explicit formulae in very good approximation.

1. Grundgleichungen der gekoppelten Wellen

Die Kopplung der Wellen beim stimulierten
Raman-Effekt in einfachen piezoelektrischen Kri-
stallen wurde in zwei vorhergehenden Arbeiten
[1, 3] unter der Annahme behandelt, daB3 der
lineare elektronische Anteil der dielektrischen
Funktion frequenzunabhingig (= &) ist. Tatsich-
lich hingt der stimulierte Raman-Effekt jedoch
sehr empfindlich von der dielektrischen Dispersion
im sichtbaren (bzw. ultra-violetten) Spektral-
bereich ab.

Diese Dispersion soll im folgenden beziiglich
ihres Einflusses auf den stimulierten Raman-Effekt
untersucht werden. Dazu nehmen wir an, daB3 die
Koeffizienten B22 in dem rein harmonischen Anteil
Uy, der Energiedichte U frequenzabhingig sind
(siehe dazu Gl. (1) in [1] bzw. GIl. (1) in [3]):

UL=—3Q*Bl1Q - Q*B12¢&
— 3(6* B2 (w) & + &1* B22(w1) 6L
+ Es* B2 (ws) s + Ea* B22(wa4) €4)
-+ konjugiert-komplexe Terme. (1)

Zwischen den Koeffizienten B22 und der elek-
tronischen dielektrischen Funktion &(w) gelten
dabei die Beziehungen:

B2 (w) = i [e(w) — 1], (la)
B2 (w1) = ﬁ [e(wr) — 1], (1Db)
B2 () = i[e‘(ws)— 1]

= [e(wL — @) — 1], (Lc)
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1
B2 (wy) = o [e(wa) — 1]

zfﬁ[a(wL—}—w)—l].

Wegen der Bedeutung der Koeffizienten B11 und
B12 gei dabei u.a. auf [2] verwiesen.
Die Energiedichte des anharmonischen Anteils
Uy, ist wie in [1], [3] gegeben durch:
UnL= — {*(Dg €1) Es* + E*(Dg EL*) Ea
+ 8%(Dq 61) €s* + Q*(Dq 61L*) &4}
+ konjugiert-komplexe Terme. (2)
Durch Einsetzen von (1) und (2) in die Be-
wegungsgleichung fiir die Normalkoordinate
Q4+ TH=—0U/Q*, (3a)

worin I" die Dampfungskonstante bedeutet, und in
die Gleichungen fiir die Polarisation

(1d)

P = —UJE*, (3b)
Py = — OU/o&s* (3¢)
Pr= — U[OEA* (3d)

folgt:
Q+I'Q = BUQ + B2¢E + (Dq 61) 6s*
+ (Dq 61L*) &4,
? = B2Q + B®2(w) & + (Dg €1) *

(4a)

+ (D €1*) 64, (4b)
Ps = B22(wg) s + (Dg &1) &*

+ (Dq é1) 0%, (4c)
P = B?2(ws) 64 + (DE 1) &

+ (Dq L) L. (4d)

Wie in [3] versuchen wir, (4) mit dem Ansatz
(inhomogener) ebener Wellen zu losen:

é”LzELexp{i(KLx—th)} (5a)
bedeute das elektrische Feld der Pumpwelle,
E=Eexp{i(Kz— ot)} (6b)
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das elektrische Feld der Polariton-Welle,

6s = Esexp {i(Ksx — wst)} (5¢)
das elektrische Feld der Stokes-Welle und

Ea=Esexp{i(Kax — wat)} (5d)
das elektrische Feld der Anti-Stokes-Welle.

Q=Qexp{i(Kz— wt)} (5e)

bedeute schlieflich die Normalkoordinate zur
Polariton-Welle. Setzt man die Wellen (5a)—(5e)
in (4a)—(4d) ein und beriicksichtigt dabei die Be-
dingungen

ws = WL — ®W, WA= WL+ ® (6a)
fiir die Frequenzen wr,, w, ws, wa und
Ks* =Ky, — K, Kx=KyL+ K (6b)

fiir die Wellenvektoren Ky, K, Ks, K, so erhilt
man im Rahmen der parametrischen Naherung das
lineare Gleichungssystem :

(—w?—iwl)Q = BUQ+ BR2E + (DqEL)Es*
+ (DqEvr) Ex, (7a)
P — B12Q + B2(w)E (7h)
+ (DeEL) Es* + (DeEvL) Ea,
Ps = B?%(ws) Es + (Dg Ev) E*

+ (Dq EL) @*, (7e)
Py = B22(wa) Es+ (De EL) E
+ (Do En)@Q. (7d)

Dabei wurde angenommen, dafl Ky eine reelle
GroBe ist. Die Gln. (7a)—(7d) entsprechen den
Gln. (6a)—(6d) in [1].

Eliminiert man schlieflich wie in [3] die Normal-
koordinate @ und fiihrt statt P, Ps und P, die
dielektrischen Verschiebungen

D =E +4aP, (8a)

Ds =Es +4n Ps, (8b)

Dy =Exr+47 Py (8c)
ein, so ergeben sich Ausdriicke der Form:

D =& E+ eEs*+ e Eq, (9a)

Ds = ex* E* + ¢§ 3 Es + (e3')* Ea*, (9b)

Dy=¢eFE + e3' Es* +-e53E4. 9c)

Ersetzt man B22(w), B22(ws) und B22(w,) nach
(1b), (1d) bzw. (1e) durch ¢(w), e(ws) = e(wr, — )

L. Merten und J. Wenk - Dispersion der gekoppelten Wellen beim stimulierten Raman-Effekt

bzw. g(wa) = (w1, + w) und beachtet, dal Bl =
—w%o, wobei wro die Frequenz der transversalen
optischen Phononen bedeutet, so werden ¢;, &g,
€s,3, €a,3 und &3’ dargestellt durch:

47 (B12)2

e1(w) = e(w) + w%-o—iwp—wz s (10a)
B\ = 457 (DE 47 (B12Dq) Ey,
e2(w,EL) =4n(DgEL) + o —iol — o?
= F(0w) Ev, (10Db)
&s,3(w, oL, EL) =
. 47!(DQEL)2
= slor— o) + wro—iwl — w?
= ¢(wrp — ) + G(w) E12, (10¢)
eas(w, oL, BL) =
o 4n(DQEL)2
= slan+ o)+ wro —io ' — w?
= ¢(or + o) + G(w) EL2, (10d)
47 (Dqg E1)?
&, By) = — T _ o) By, (106)

wro — il — w?

Dabei sind F (w) und G (w) definiert durch:

F(w)=4nD S oy 10£
((,())— b/ 2 E+w%0_iw1—1_w29( )

T LT ... W, (10g)
wio —i1 0l — w?
Offensichtlich bestehen die Beziehungen:
es,3(w, o, BL) — &¢'(w, EL) = ¢(0or, — ),  (10h)
ea3(ow, oL, BL) — &'(w, EL) = ¢(woL + o). (10i)
Statt Dg benotigen wir im folgenden:
Ds* = e2E + 5,3 Es* + €a,3Ea . (9b")

2. Grenzfall der ungekoppelten Wellen, Berechnung
der Koeffizienten a;, o(w, w1)

Zur Bestimmung der Koeffizienten a;,¢(w, w1,)
betrachten wir wie in [3] zunéchst den Grenzfall
E1 =0 (ungekoppelte Wellen). In diesem Grenzfall
verschwinden das zweite und dritte Glied in (3).
Beriicksichtigt man noch, daf3

(11)
(12)

es,3(w, w1, 0) = e(ws) = e(wy — o),

ea,3(w, o1, 0) = e(wa) = €(w + ),
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so reduziert sich Gl. (3) in [3] auf

(np; — &1(0)) (0¥} — e(wL — o))

X (nk; — e(oL + o) =0, (13)
d.h. es ergeben sich die drei Gleichungen
2 c? sz
npy — &1(w) = — 35— — a1lw) =0,
j=1,2, (14a)
7§ — e(oL — w) = (14b)
2 — K2
=M—e(w];—w):0, 7':3,4,
(0L — w)?
ny;— e(owL + o) = (14¢)
2K K2
=c_(__1i_l)__e(wL+w)=o, j=5,6.

(01 + )2

Die Losungen von (14a) sind die Dispersionsfunk-
tionen der ungekoppelten Polariton-Wellen

®w
K (o, wL,0)=7V81(w), (152)

[ N
K; (o, wL,0)=——7]/sl(w). (15b)
Die Loésungen von (14b) sind die Dispersionsfunk-
tionen der ungekoppelten Stokes-Wellen. Unter Be-
achtung von

oL = (¢/)/e(o1)) KL (16)

lassen sie sich in der Form schreiben :

V e(ws)

. — (oL — o)

Ka(w’ WL, O)=KL_

Ve(ws)

p — (o1, — o)

_ e(wL — o)
B (1 * V &(wL) )KL
_VL“’I;—_‘“LQ,_ (17b)

Ki(w, w1,0) =Ky, +

Die Losungen von (14c¢) schlieBlich sind die Dis-
persionsfunktionen der ungekoppelten Anti-Stokes-
Wellen:
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—
Ks(o, o1,0) = — K1+ Je(wa) o

e(or + o)
= —(1 +l/m—)’“
_ VeloL+ o)

c

. (18b)

Die Lésungen K;(w, wr, 0) nach (15), (17) und (18)
sind offensichtlich die gesuchten Koeffizienten
aj,0(w, wy) in der Entwicklung (5) der Arbeit [3]:

aj,0(w, wr) = Kj(w, o1, 0) . (19)

3. Berechnung der Koeffizienten a; 2 (w, wy)

Wir betrachten zunichst die Wellen 1 und 2,
deren Dispersionsfunktionen im Grenzfall Ey,=0
durch (15a) und (15b) gegeben werden. Ausgangs-
gleichung zur Berechnung von a;2(w, w1) und
az 2 (w, wy) ist die Dispersionsgleichung (12) in [3].
Sie 148t sich, wenn wir wie in [3] den Faktor

P =np? — ¢ (w) (20a)
als Polariton-Faktor, den Faktor

S = ng*2 — g5,3(w, oL, E1) (20b)
als Stokes-Faktor und den Faktor

A =np? — ea,3(0, oL, E1) (20¢)

als Anti-Stokes-Faktor bezeichnen, auch in der ver-
einfachten Form schreiben:

PSA — P(eg')2 —[S+ A + 2¢e3'] &2 = 0. (21)

Aus ihr bilden wir die Gleichung erster Ordnung
in E12:

PM SO AO) — (SO + 4@) g2 =0.  (22)
Das Glied — P(e3')? liefert keinen Beitrag, weil
PO (g5')2 wegen P verschwindet und das Glied
P (g3")2 bereits Ep4 enthilt.
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Der weitere Beweisgang ist ganz entsprechend
dem in [3], S. 129/130. Das Ergebnis ist:

a2 = (u/2C Rl(w C()L F2 V{;‘l (233)
und
as,2 = (— w/2¢) Rz (w, wr) (F2(w)/) e1(w)). (23D)

Unter Beriicksichtigung, dal nach (11) und (12)
e} (0, 01) = es,3(0, o1, 0)
= ¢g(ws) = ¢(w1, — )
und
£3(w, o1) = £a,3(w, wr, 0)
= ¢(wa) = (w1, — )
gilt, ergibt sich jedoch fiir R; (w, w1) und Rz (w, w1.)
die allgemeinere Form:
1 1

B0 = oo o
1
T @(Ky(o1) — a1,0(w))? — &(eon, — @)
(01, — w)? -
i
il 2(Kip(or) +az0()? (w+;>)
(0L + w)? o
(24a)
und
Ba(,00) = g 0w wr) T A (0, 1)
1
~ @(Ku(wz) —az0(@)? £(or — o)
(01, — )2 v
| 1
T c?(Kvn(ww) + az,o(w))zﬁ w
(or + )2 Telenre)
(24b)

Ein Unterschied gegeniiber den in [3] gewonnenen
Beziehungen (s. (16a) und (16b)) besteht offen-
sichtlich nur in Anderungen der Faktoren R; (w, w1,
und Re(w, or): & ist durch e(wgp—w) bzw.
e(wr+ o) ersetzt, aullerdem sind fiir a1, (w) und
as,0(w) die Ausdriicke (15a) bzw. (15b), kombi-
niert mit (19), statt der Ausdriicke (7a) bzw. (7b)
in [1] (zusammen mit (10)) einzusetzen.

Wegen einer numerischen Auswertung der Gln.
(23) fiir einige charakteristische Grenzfalle sei auf
die Arbeit [4] verwiesen.

Fiir die Berechnung der Dispersionsfunktion
K3(w, oy, E1) der Welle 3 ist im Gegensatz zu [3]
zu beachten, da3 die Wellen 3 und 5 jetzt im allge-

L. Merten und J. Wenk - Dispersion der gekoppelten Wellen beim stimulierten Raman-Effekt

meinen Fall nicht mehr entartet sind. Die Gleichung
erster Ordnung (in E1?) der Dispersionsgleichung
stellt daher bereits eine Bestimmungsgleichung fiir
as,2(w, wy) dar:

P30 S3(1) 4350 — 4300 g2 =0, (25a)

d.h.

S3() — £92/ P3®) = F2/P3(0) Ey2 . (251b)

Fiir S3@ ergibt sich andererseits aus (20b), (7c¢)
und (12)

c? K’S"Z?, 1
Sz = w2 3

22

e —

(o1, — w)?

L(wr) —as, o0)as,2 B2 — G (w) E1?

=—(S3(w, w1) as,» + G(w)) Er2. (26)

Dabei wurde zur Abkiirzung gesetzt:

202
S3(w,01) = -

(o1 — )2 (K1 (w1) — a3,0(w, o1))

_ 2c V‘9 wL_;@" 27
B w, — W ¢

letzteres wegen (19) und (17a). Aus (25b) und (26)
ergibt sich daher:
— S3(w, w1) az,2(w, w1) — G(w)

= F2(w)/P3® (0, o1) , (28a)

d.h.
a3,2(0), a)L)
=— — 1—(6’(0)) —}—*ﬂ)——).(%b)
Sa(w L) P30 (w, wy)

P53 ist darin nach (20a), (17a) und (16) gegeben
durch:

P30 (0, 1) = (13 3)© — e1(w)
c? K3 (0), L, 0)
mge—t e1(w)
- 2
02 (KL_ 1/8 ailff w) (wL _w)
c
= E— ——— —&1(w)
oL 2
= (([/s(wL) —JeloL— w))—— +Ve(wL — w))
— e1(w). (29)

Der Koeffizient ag2(w, w1,) ergibt sich ganz ent-
sprechend aus:

P4y S, 4,00 — 4,0) g52 = (30a)
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d.h.
84D = £52/Py® — F2/PyO By2 (30b)
und
2 K%, (¢8) 2¢2
8y = B 8s,3) =y
ws? (oL — w)?

X (K1 (1) — as,o) as,2 E12 — G(w) Er?
— (S1(w, o1) ag,2 + G(w)) Ex2. (31)
Dabei wurde die Abkiirzung gesetzt:

~ 2c2
Si(w,0L) = - w—)g(KL(wL) — ag,0(0, ®1))
_ —2c V;(EL == w) ’ (32)
w1, — W

letzteres nach (19) und (17b). Durch Kombination
von (30b) und (31) ergibt sich also:

— Si(w, 1) as,2 (0, 1) — G (0)
— ﬂ_ (33a)
P40 (0, oy)
1
a2, 01) = — 5 (33D)
F?(w)
% (G(w)+ PO (0w, wp) |

P49 (w, o) ist darin nach (20a), (17b) und (16)
gegeben durch:

P40 (0, o1) = (n3,4)© — &1 (o)
2 K4?(w, o1, 0)

=  _a@
c2 (KL L l/_(l)L il w)((l)L —6())>2
= w2 = 81((,0)
2
= ((Va(wL) +Velwr — w)) % —Ve(oL — w))
— a(w). (34)

Die Berechnung von as,2(w, wy) und as,2(w, o)
fiir die Wellen 5 und 6, die fiir E1, =0 mit den un-
gekoppelten Anti-Stokes-Wellen identisch sind, er-
folgt ganz analog. Wir konnen uns daher darauf be-
schranken, die Ergebnisse anzugeben:

B 1 a F2?(w)
as,2(w, o) = As(w, w1) () + m>
(35a)
und
B 1 o F2(w)
ag,2(w, wL) = m@( (@) + m) ’
(35Db)
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wobei
i =2 g
5(w, o) = T _?_';0')2( L(w) 4 as,0(w, w1))
2c V e(wL + w)
= —m— > (35¢)
I 2¢2
6(w, w1) = (@1 - o) (KL(®) + as,0(®, o1))
—2¢)e(wL+ )
e (35d)
und
oL
P50 (w, 1) = ((Ve(wL) —Ve(oL + w))—aT
2
— Ve(oL + w)) —e(w), (35e)
Ps® (w, 1) ( (Ve(wr) + Ve(or + o)) (Z)L
2
+ Ve(wL + w)) — &1(w). (35f)

Damit sind die Dispersionsgleichungen im Rah-
men der hier behandelten Naherung fiir alle sechs
gekoppelten Wellen vollstandig bestimmt.

AbschlieBend sei noch der Spezialfall betrachtet,
dafB die (lineare) dielektrische Funktion keine Dis-
persion zeigt. Dies entspricht dem in [3] behandel-

ten Fall. In diesem Fall gilt:
e(wr) = e(wa) = e(ws) = e(w) =¢.  (36)

Wir betrachten zunichst die Wellen 4 und 6:
Gl. (34) geht offensichtlich iiber in:

P4(0) w wL) (2 V(-: = V—) = 81

o (2wL — )2

=g ——5—— £1(w) (37a)
w
und (35f) tiber in:
w1, R 2
PO (0, w1) = (2 VEE ) + ]/e°°) — e1(w)
2 2
= ew(_@_:_—_wl — &1(w). (37b)
w

Nach (24), (8b) und (10) in [3] ist andererseits

2

C 2
Py (0, w1) = B2 240 (w, o1) — &1(w) (38)

2 Ve \?
:%‘(2KL(COL) —Lw) - sl(w)
w Cc
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oder, wenn man noch

e(wr) £
Ky (1) = ——C—L— oL = Vc oL (39)
beriicksichtigt:
201 — w)2
PaO(o, op) = & ZCE T (w). (40)

w?

Entsprechend ergibt sich nach (30), (9b) und (10)
in [3]

cz
PeO (0, or) = ago(@, w1) — e1(o)
c2 Gl %
= —2(2KL(wL> + ~—w>
) ¢
— e1(w) (41)
oder unter Beriicksichtigung von (39)
o (o + )2
PO (0, wp) = & — — (o). (42)

w?

Die GIn. (37a) und (37b) stimmen also mit (40)
bzw. (42) iiberein. Da die Faktoren G (w) und F (w)
nicht von der dielektrischen Funktion abhédngen,
stimmt daher die runde Klammer in (33b) mit der
eckigen Klammer in (22¢) aus [3] und die runde
Klammer in (35b) mit der eckigen Klammer in
(28c¢) aus [3] iiberein.

Zusiatzlich ist jedoch noch der erste Faktor
—1/8;(w, wy) in (33b) bzw. 1/d¢(w, w1) in (35b)
zu betrachten. Aus (32) bzw. (35d) folgt unter der
Annahme (36) offensichtlich:

1 w1, — O a5
Si(w, w1) 2¢ 1ST° =)
bzw.
1 oL + o
— —= — . 44
Ag(w, 1) 2¢c)/e® (44)

Die beiden Faktoren sind jedoch identisch mit
dem ersten Faktor in (22c¢) in [3]:

/>
i)~
C

2%

DL, == (45)
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bzw. dem ersten Faktor in (28¢) in [3]:

s
K1 (w1) + T [0} oL+

2¢ &=’

wobei fiir K1 (wy) wieder der Ausdruck (39) ein-
gesetzt wurde.

g (46)

Damit ist gezeigt, dal die Dispersionsfunktionen
der Wellen 4 und 6 mit den Dispersionsfunktionen
der Wellen 4 und 6 in [3] fiir den Spezialfall einer
dispersionsfreien (linearen) dielektrischen Funktion
iibereinstimmen.

Fiir die Wellen 3 und 5 sind jedoch die in dieser
Arbeit hergeleiteten Ausdriicke fiir die Dispersions-
funktionen im Spezialfall einer dispersionsfreien
dielektrischen Funktion nicht anwendbar. Dies
hingt damit zusammen, dafl die Wellen 3 und 5 in
diesem Spezialfall miteinander entarten. Fiir die
entarteten Wellen sind die in [3], Abschnitt 5, her-
geleiteten Ausdriicke zu benutzen. Der Beweis
hierfiir soll im Zusammenhang mit der numerischen
Auswertung der Dispersionsgleichungen fiir spe-
zielle Substanzen [4] gegeben werden.

Wir danken der Deutschen Forschungsgemein-
schaft fiir finanzielle Unterstiitzung der Arbeit.

Berichtigung
1. In Gl (6), S. 127, in [3] fehlt der Index j zu ng
und ny. Die Gleichung lautet richtig:

(n},; — e1(w)) (% — ) (n},; — ) =0. (6)

2. Gl. (35a), S. 132, in [3] lautet richtig:
PO[— (Saj 2+ G)(Adajs — G) — G2 (35a)
+[(Saj,2+6) —(daj2 —6G) —2G] F2=0.

[3] L. Merten u. J. Wenk, Z. Naturforsch. 34a, 126 (1979).
[4] J. Wenk u. L. Merten, phys. stat. sol. (b), in Vor-
bereitung.



